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Wstep

Matematyka ma niewatpliwy wptyw na rozwoj logicznego myslenia, argumentowania,
wnioskowania, ksztatcenia umiejetnosci projektowania, tak bardzo potrzebnych w dobie
cyfrowego 1 technologicznego rozwoju. Problemy matematyczne, konstrukcyjne towarzysza
ludzkosci od zawsze. Matematyka jest obecna w wielu dziedzinach zycia, niezbedna w
wykonywaniu roéznorodnych zawodow, a jej wlasciwe rozumienie sprzyja podnoszeniu
kwalifikacji 1 kompetencji intelektualnych.

W latach 60-tych XX wieku w programie szkoty poswigecano sporo uwagi tej
problematyce z uwagi na potrzebe ksztatcenia politechnicznego w naszym kraju. Intensywny
rozw0j technologiczny wymuszal potrzebe ksztatcenia inzynieréw, specjalistow technicznych.
W latach 90-tych zaniedbano nieco ten kierunek rozwoju szkolnictwa. Od pewnego czasu
mozna jednak zaobserwowaé probe powrotu na droge specjalizacji zawodowych, ktdéra
wymusza sytuacja ogolnoswiatowa.Potrzeba ksztalcenia specjalistow nowoczesnych
technologii zwigzanych z coraz wigkszg komputeryzacja 1 cyfryzacja réznych dziedzin zycia,
ktore dotychczas nie wymagaty =zatrudniania kreatywnych fachowcéw 1 wysoko
wyspecjalizowanych inzynierOw oraz programistow, ma wptyw na zmiang systemu myslenia
o edukacji matematycznej. Aby mogly powstawa¢ nowoczesne konstrukcje przy uzyciu
najnowszych metod i narzedzi istnieje potrzeba znajomosci podstawowych zasad i1 wlasno$ci
prostych konstrukcji geometrycznych majacych wptyw na ksztalcenie i rozumienie coraz
bardziej skomplikowanych i zaawansowanych technologii.

Historycznie rzecz ujmujac najstarszymi konstrukcjami geometrycznymi sa te
wykonane za pomoca linijki i cyrkla nazywane konstrukcjami klasycznymi lub konstrukcjami
Platonskimi. Naleza do nich konstrukcja prostej przechodzacej przez dwa dane punkty,
okregu o danym $rodku i danym promieniu, symetralnej odcinka, dwusiecznej kata, prostych
rownolegtych itp. Niektére zadania konstrukcyjne okreslane sg mianem konstrukcji
niewykonalnych, czyli takich, ktérych nie mozna wykona¢ za pomoca cyrkla 1 linijki.
Przyktadami konstrukcji niewykonalnych sg stynne zadania konstrukcyjne sformutowane juz
w starozytnej Grecji, naleza do nich: podwojenie sze$cianu, trysekcja kata, kwadratura kofta.
Mimo, ze zostaly one rozwigzane przez starozytnych Grekow, to jednak watpliwosci
wzbudzaty uzyte przyrzady konstrukcyjne i sposob przeprowadzenia samej konstrukeji.
Konstrukcje te staly si¢ nieaktualne, gdy wybitny filozof Platon ustalit, Zze konstrukcje mozna
wykona¢ jedynie za pomoca cyrkla i linijki. Jego autorytet byl tak wielki, ze ustalenia te
zostaly przyjete i dopiero w XIX wieku udowodniono, ze wymienionych wczesniej
konstrukcji wykona¢ nie sposdb postugujac si¢ metoda Platonska. Ostatni z termindw
niewykonalnych konstrukcji ,.kwadratura kota” wykorzystywany jest nawet w jezyku
potocznym jako sprawa, zadanie, ktore jest niemozliwe do rozwigzania. W najprostszym
ujeciu mozna powiedzie¢, ze kwadratura kota jest konstrukcja niewykonalna, poniewaz liczba
7 jest liczba przestepng i mozliwe sg jedynie konstrukcje kwadratow o polach zblizonych polu
danego kota. Mozna natomiast przeprowadza¢ kwadratury dowolnych wielokatow, np.

kwadrature trojkata. W wykonywaniu konstrukcji geometrycznych dzisiaj mozemy korzystac
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z pomocy aplikacji i programéw komputerowych, ktore w znaczacy sposob wplywaja na
mozliwo$¢ dokonywania analizy zadania konstrukcyjnego oraz rozpatrywanie réznorodnych
przypadkéw, ulatwiaja one dowodzenie poprawno$ci konstrukcji. Dzigki nim w znaczacy
sposob rozwinetla si¢ cyfryzacja, robotyka, grafika komputerowa, itp.

Celem niniejszego opracowania jest przyblizenie odbiorcom problematyki
przeprowadzania konstrukcji geometrycznych, utatwienie zrozumienia wybranych wilasnos$ci
figur geometrycznych.
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Etapy konstrukcji geometrycznych

e szkicujemy rysunek, tak jakby zadanie byto
rozwigzane
. . e zaznaczamy elementy dane i szukane,
Anallza zadania okreslamy jak od danych przej$¢ do szukanych
eustalamy zwigzki i zaleznosci jakie zachodza
miedzy poszczegélnymi elementami
rozwigzywanego problemu

e konstruujemy szykana figure (uzywajac

Konstrukcja i jej opis jedynie cyrkla i linijki)

e opisujemy czynnosci, ktére wykonujemy

Dowdd poprawnoéci o Wykazujemy, ze uzyskane przez nas
kOIlStl'llkCii rozwigzanie spetnia warunki zadania
o Ustalamy warunki dla ktérych istnieje
Dyskusja istnienia rozwigzanie zadania i stwierdzamy ile moze
- . , by¢ rozwigzan danego zadania.
1 llCZby rozwigzan e Wskazujemy rédzne mozliwosci poprawnych

rozwigzan
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I. Konstrukcja symetralnej odcinka AB

Zadanie.Dany jest odcinek AB. Skonstruuj prostq, ktora bedzie symetralng tego odcinka.

1. Analiza zadania

Niech prosta k bedzie symetralng odcinka AB, to znaczy, ze kazdy punkt nalezacy do
prostej k jest rownoodlegly od koncow odcinka AB. Punkty réwnolegte od punktu A
lezag na okregu o promieniu r, podobnie punkty rownoodlegte od punktu B leza na
okregu o tym samym promieniu 7.

m

2. Konstrukcjai jej opis

Lp. Co robimy Co otrzymujemy
1. Rysujemy prosta i zaznaczamy na niej | Odcinek AB.
punkty A i B.
2. Kreslimy okrag 0, o $rodku w punkcie | Okrag 0.
A i promieniu 7, tak by przeciat si¢ z
odcinkiem AB.
3. Kreslimy okrag 0,0 srodku w punkcie | Okrag 0, oraz punktyE i F przeciecia si¢
B i promieniu r. dwodch narysowanych okregow.
4. Przez punkty E i F kres$limy prosta k. | Symetralng odcinka AB.

o
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3. Dowdd poprawnosci konstrukcji
Z konstrukcji okrggu punkty E i F leza na okregu o; o srodku w punkcie A
1 promieniu r. Te same punkty sg rowniez punktami okreguo, o srodku w punkcie B i
promieniu r. Zatem punktyE i F lezacena prostej ksa w rownej odleglosci od koncow
odcinka A i B czyli leza na symetralnej odcinka. Prosta k jest symetralng odcinka AB.
4. Dyskusja istnienia i liczby rozwigzan

Zadanie ma doktadnie jedno rozwigzanie o ile A # B oraz r > % |AB|.

Link do aktywnos$ci w aplikacji Geogebra: https://www.geogebra.org/m/xn24zda8
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II. Konstrukcja stycznej do okregu w dowolnym punkcie

Zadanie.Dany jest okrqg o srodku w punkcie S o promieniu r oraz dowolny punk A.

Skonstruuj styczng do danego okregu przechodzqcq przez punkt A.

1. Analiza zadania

Styczna do okregu jest prosta prostopadla do promienia okregu poprowadzonego

z punktu stycznosci i majaca z okreggiem doktadnie jeden punkt wspdlny z tym

okregiem. Niech punkt P bedzie punktem styczno$ci szukanej prostej i okregu
o(S,r), punkt A punktem przez ktéry nalezy poprowadzi¢ styczng do okregu
Wowczas |£SPA| = 90°. Punkt S nalezy do okrggu, ktorego $rednica jest odcinek

SA.

2. Konstrukcja i jej opis

Lp.

Co robimy

Co otrzymujemy

1.

Kre§limy okrag o S$rodku w
punkcie S i promieniu r oraz
ustalamy dowolny punkt A.

Okrag o(S, 7).

Kreslimy prosta przechodzaca
przez punkty A 1 S.

Odcinek AB.

Konstruujemy symetralng odcinka
SA.

Punkt O srodek odcinka SA.

Kreslimy okrag o przechodzacy
przez punkty S1 A o $rodku w
punkcie O.

Okrag 04(0, 1) oraz punkty przecigcia
si¢ okregow P i P’.

Szkicujemy proste AP i AP’

Szukane styczne.
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3. Dowod poprawnosci konstrukcji

Z konstrukcji symetralnej odcinka AS, punktO jest srodkiem okregu i [SO| = |0A]|
|ASPA| = |4SP'A| = 90°, bo sa to katy wpisane oparte na srednicy.

Odcinki SP i SP' s promieniami okregu i sa prostopadle do prostych AP i AP,
wiec te proste sg stycznymi do okrgegu poprowadzonymi przez punkt A.

4. Dyskusja istnienia i liczby rozwigzan

a) Zadanie ma dwa rozwigzania — istniejg dwie styczne spetniajgce warunki zadania,
gdy punkt A lezy poza okregiem.

b) Zadanie ma dokradnie jedno rozwigzanie, gdy punkt A lezy na okregu.

¢) Zadanie nie ma rozwigzania, gdy punkt A lezy wewnatrz okregu.

Link do aktywnos$ci w aplikacji Geogebra: https://www.geogebra.org/m/qtsdgmaj
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III. Konstrukcja srodka okregu
Zadanie.Dany jest okrgg o. Skonstruuj srodek S tego okregu.
1. Analiza zadania

Dany jest dowolny okrag. Szukamy jego $rodka. Srodek okregu to punkt
rownoodlegly od kazdego z punktow na tym okregu. Punkt ten jest punktem
przecigcia si¢ co najmniej dwoch srednic tego okrggu. Nalezy wigc narysowac dwie
dowolne nierownolegte cigciwy i ich symetralne. Punkt przecigcia si¢ symetralnych
cigciw, bedzie szukanym $rodkiem okrggu.

C
B b,

2. Konstrukcjai jej opis

Lp. Co robimy Co otrzymujemy

1. Zaznaczamy na okregu cztery dowolne | Cigciwy CD i BE (mozemy potaczyé te
1 rozne punkty, ktére oznaczamy | punkty parami w dowolny sposob).
B,C, D, E ilaczymy je parami.

2. Kreslimy symetralne cigciw CD i BE. | Proste h oraz i.
3. Oznaczamy punkt S przecigcia si¢ | Punkt S bedacy szukanym s$rodkiem
prostych h oraz i. okregu.
10
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3. Dowod poprawnosci konstrukcji

Punkty B,C,D,E jako konce cieciw okregu leza na okregu. Z wlasnosci
symetralnych odcinkéw wiemy, ze sa to zbiory punktow réwnoodlegtych od
koncéw odcinka.

Zatem |SC| = |SD| oraz |SB| = |SE|, poniewaz punkt S jest punktem wspdlnym
obu symetralnych wiec |SC| = |SD| = |SB| = |SE| =r . Zatem punkt S jest
srodkiem danego okregu.

4. Dyskusja istnienia i liczby rozwigzan

Istnieje doktadnie jedno rozwigzanie o ile cigciwy DC i BE nie sa rownolegle,
w przeciwnym przypadku ich symetralne si¢ pokrywaja i wyznaczenie $rodka nie
jest mozliwe.

Link do aktywnos$ci w aplikacji Geogebra: https://www.geogebra.org/m/pmgucagr
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IV. Konstrukcja prostej Irownoleglej do k, potozonej od prostej k w odleglosci a

1) Analiza zadania
Niech [ bedzie szukang prosta. Punkt A nalezy do prostej k i punkt B nalezy do
prostej [, oraz |AB| = a. Odcinek AB jest prostopadty do prostej k i do prostej [,
wigc proste k i1 sg rownolegle.

B
@
I :
’ A
O
2) Konstrukcjai jej opis
Lp. Co robimy Co otrzymujemy
1. | Na prostej k zaznaczamy dowolny
punkt A.
2. | Kreslimy prostg prostopadia do Proste prostopadte.
prostej k 1 przechodzacg przez
punkt A.

3. | Kreslimy okrag o srodku w punkcie | Okrag o(4, a) oraz punktyB i C.
A 1 promieniu a, ktory przecina
prosta prostopadla w punktach

BiC.
4. | Kreslimy proste prostopadte do Szukane  proste  rownolegle w
prostej BC i przechodzace odleglosci a od prostej k.

odpowiednio przez punkty B i C,
ktére oznaczamy [, [,.

B
¢
I, :
k A
@
[ VG
2 °
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3) Dowod poprawnosci konstrukcji

|AB| = |AC| = a (z konstrukcji okregu)
BC jest prostopadte do k 1 BC jest prostopadte do [, [, (z konstrukcji)
Zatem l; || kil |l k, aich odleglos$¢ od prostej k jest rowna a.

4) Dyskusja istnienia i liczby rozwiazan

Istnieja dwa rozwigzania.
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Konstrukcja odcinka o dlugosci va? + b? majac dane dlugosci
odcinkow a i b, gdziea < b

Analiza zadania

7 twierdzenia Pitagorasa wiemy, ze dlugos¢
prostokatnego o przyprostokatnych a i b wyraza si¢ wzorem va? + b?. Nalezy wigc
zbudowac trojkat prostokatny, ktérego boki prostopadte bedg mialy podane dtugosci

aib.

przeciwprostokatnej trojkata

C
A B
2) Konstrukcjai jej opis
Lp. Co robimy Co otrzymujemy
1. | Konstruujemy dwie proste Proste prostopadte 1 ich punkt
prostopadte. przecigcia A.
2. | Kre$limy okrag o $srodku w punkcie | Punkty C i D i okrag c(A4, a).
A 1 promieniu a i zaznaczamy
punkty przecigcia tego okregu z
jedng z prostych prostopadtych np.
Z pionowg prosta.
3. | Kreslimy okrag o srodku w punkcie | Punkty B i E oraz okrag o(A4, b).
A i promieniu b 1 zaznaczamy
punkty przecigcia tego okregu z
drugg z prostych prostopadtych .
4. | Laczymy punkty B i C odcinkiem. | Szukany  odcinek o  dlugosci
Ny
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3) Dowod poprawnosci konstrukcji

Odcinek |AC| = a, za$ odcinek |AB| = b, sg do siebie prostopadle, poniewaz leza na
prostych prostopadtych, dodatkowo |XBAC|=90°, zatem trojkat ABC jest
prostokatny. Z twierdzenia Pitagorasa wiemy, ze suma kwadratow dlugosci
przyprostokatnych jest rowna kwadratowi przeciwprostokatnej, czyli

|CB|? = |AC|? + |AB|?. Otrzymujemy, wicc: |CB| = Va? + b?
4) Dyskusja istnienia i liczby rozwigzan
Istniejg cztery rozwigzania o ile spetnione jest zalozenie, ze a < b.

Link do aktywnos$ci w aplikacji Geogebra:
https://www.geogebra.org/classic/wmvvvutk
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VI. Konstrukcja prostej rownoleglej do danej prostej i przechodzacej
przez dany punkt

Zadanie.Dana jest prosta k i punkt P lezgcy poza tq prostq. Skonstruuj prostg l rownoleglg
do prostej k i przechodzgcq przez punkt P.

Sposo6b 1
1. Analiza zadania

Konstrukcje prostej rownoleglej do danej prostej i przechodzacej przez dany punkt
oprzemy na konstrukcji (budowie) rombu o wskazanej dtugosci boku r, wigkszej niz
odlegtos¢ punktu P od danej prostej k.

Uwaga. Konstrukcja ta moze zosta¢ zmodyfikowana poprzez zastapienie rombu przez
rownolegtobok.

o

B
/ [d
2. Opis konstrukcji i jej wykonanie
Lp. Co robimy Co otrzymujemy
1 | Rysujemy prosta i punkt poza ta prosta. Prosta k oraz punkt P.

Rysujemy okrag o $rodku w punkcie P
i promieniu r wigkszym od odleglosci
2 | miedzy punktem P a prosta k (wystarczy
zadba¢ o to, aby okrag przeciat si¢ z prosta
k).

Okrag 0, oraz punkty A i D (jako punkty
przecigcia okregu 0,z prostg k).

Z punktu A (mozna tez z punktu D), jako

Okr kt B (jak kt
3 | $rodka, rysujemy okrgg o tym samym ag 0, oraz pun (jako pun

przecigcia okregu 0, 1 prostej k).

promieniur.

4 Z punktu B, jako srodka, rysujemy okrag o | Okrag o053 oraz punkt C (jako punkt
tym samym promieniu 7. przecigcia okregow 04 1 03).
P d t kty P

5 rZeprowaczaty prosiq przez punxty Otrzymujemy postulowanag prosta [.

iC.
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3. Dowod poprawnosci konstrukcji

Odcinki AP, AB, BC i PC s3 promieniami odpowiednio okregéw o4, 0,, 03, 05.
Wszystkie wymienione okregi maja ta sama dtugos$¢ promienia r, wigce

|AP| = |AB| = |BC| = |PC| = .
Poprawnos¢ konstrukcji wynika z definicji 1 wlasno$ci rombu, tzn. czworokat majacy
rowne boki jest rombem oraz w rombie przeciwlegle boki sg rownolegle.

4. Dyskusja istnienia i liczby rozwigzan zadania

Powyzsza konstrukcja jest zawsze wykonalna 1 istnieje tylko jedno rozwigzanie, bo
zawsze mozna zbudowac¢ doktadnie jeden romb o zadanej z géry dtugosci boku. Warto
dodaé, ze z postulatu Euklidesa istnieje doktadnie jedna prosta przechodzaca przez
dany punkt i rownolegla do danej proste;.

Konstrukcja dostepna na https://www.geogebra.org/m/yt7abmfg

Sposoéb 2
1. Analiza zadania
Tym razem rozwigzanie tego zadania oprzemy na konstrukcji dwoch symetralnych
odcinkéw; mianowicie (patrz rysunek ponizej) symetralnej odcinka AB, ktorg jest
prosta m ($rodkiem odcinka AB jest punkt S) oraz symetralnej odcinka CD - jest nig
szukana prosta [ (Srodkiem odcinka CD jest punkt P).
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2. Opis konstrukcji i jej wykonanie

Lp. Co robimy Co otrzymujemy

1 | Rysujemy prosta i punkt poza tg prosta. Prosta k oraz punkt P.

Rysujemy okrag o srodku w punkcie P

i .promieniu r wigckszym od odlegtosci Okrag 0, oraz punkty A i B (jako punkty
2 | miedzy punktem P a prosta k (wystarczy -

zadbac¢ o to, aby okrag przeciat si¢ z prosta przecigeia okregu 0,2 prosta k).

k).

Z punktow A i B, jako $rodkéw, rysujemy Qtrzymujemy odpowwdnlo' okr@g 02
3 ) . i ozoraz punkt C (jako drugi - oprocz P -

okreggi o tym samym promieniu 7. .. . .

punkt przecigcia okregdw 0,1 03).

Przeprowadzamy prosta przez punkty P | Otrzymujemy symetralngm odcinka AB oraz
4 iC. punkt S (srodek odcinka AB).

Z punktu P, jako $rodka, rysujemy okrag o | Okrag o, oraz punkty D taki, ze punkt P jest
> promieniu rownym dlugosci odcinka PC. srodkiem odcinka CD.

z pur'lkt()wC i D, jako éroidkc.')w, rysujefmj Otrzymujemy  odpowiednio  okregi o0g

okregi o tych samych promieniach (promien | . R, _
6 tych okregow jest wickszy od dhugosci 1060rz’12 pupktyE i1 F (jako punkty przecigcia

odcinka CP, oczywiscie |CP| = |DP]). okrggowosi o).

Przeprowadzamy prostg przez punkty E | Symetralng odcinka CD , a jednocze$nie
7 iF. szukang prostg [.
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3. Dowod poprawnosci konstrukcji

Poniewaz punkty A i B lezg na okregu 0,, wi¢gc |PA| = |PB|. Podobnie punkt C lezy
na okregach o, i 03, wigc |[AC| = |BC|. Tak wigc punkty P i C sg réwnoodlegte od
koncow odcinka AB i w konsekwencji prosta m (przechodzaca przez punkty C i P)
jest symetralng odcinka AB. Z wtasno$ci symetralnej m L k 1 S jest srodkiem odcinka

AB.
Poniewaz punkty C i D leza na okregu o,, wigc |DP| = |CP|. Punkty E i F leza na
okregach o5 1 04 (0kregach o tym samym promieniu), wiec |[ED| = |EC| oraz |CF| =

|DF|. Tak wigc punkty E i F s3 rownoodlegle od koncow odcinka CD 1 w
konsekwencji prosta [ (przechodzaca przez punkty E i F) jest symetralng odcinka CD.
Z wlasno$ci symetralnej m L lorazP jest srodkiem odcinka CD i jednocze$nie nalezy
do prostej . Ostatecznie, poniewazk L mim L [, tok || [.

4. Dyskusja istnienia i liczby rozwiazan zadania

Powyzsza konstrukcja jest zawsze wykonalna 1 istnieje tylko jedno rozwigzanie, bo
zawsze otrzymujemy dokladnie jedng prosta, ktora jest symetralng danego
odcinka.Ponadto,zpigtego aksjomatu Euklidesa, istnieje dokladnie jedna prosta
przechodzaca przez dany punkt i rownolegta do danej proste;.

Konstrukcja dostepna takze na https://www.geogebra.org/m/xhzncxvg
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Sposoéb 3
1. Analiza zadania

Konstrukcje,w tym przypadku, oprzemy na wyznaczeniu takich punktow A, C, B,
F (patrz rysunek ponizej),lezacych na prostych m i n przecinajacych si¢ w punkcie
Ctak aby:

e punkty A i B lezaty na prostej k;

e punkt C byl tak dobrany, aby srodkiem odcinka AC byl punkt P;

e punkt F byl §rodkiem odcinka BC.
Rownolegtos¢ prostych k i | bedzie wynikala z odwrotnego twierdzenia do
twierdzenia Talesa. Przy konstrukcji punktu F wykorzystamy fakt, ze symetralng
odcinka BC jest prosta [, ktora przecina odcinek w jego $rodku.

2. Opis konstrukcji i jej wykonanie

Lp. Co robimy Co otrzymujemy
1 | Rysujemy prosta i punkt poza ta prosta. Prosta k oraz punkt P.
Rysujemy okrag o srodku w punkcie P
. .. ok leotodei
1Prom1emu a wigkszym od odlegtosci Okrag 0, oraz punkty A i B (jako punkty
2 | miedzy punktem P a prosta k (wystarczy rzeciccia okreguo,z prosta k)
zadbac o to, aby okrag przeciat si¢ z prostg P ¥ ®BU012 PTOSIA ).
k).
3 Przeprowadzamy prosta przez punkty P Prosta m oraz punkt C (jako punkt przecigcia
1A. okrggu 041 prostej m).
4 ?rzeprowadzamy prosta przez punkty B Prosta 1.
iC.
Ot ' dpowiednio okrggio,i o
Z punktow B i C, jako $rodkow, rysujemy | - o) S OCPOWIECHIO 0RIEEI021 0301az
) . ) punktyD i E (jako punkty przecigcia
okregi o tych samych promieniach (mozna f ) .
5 . . ., , . | okrggowo,i 03). W przypadku, gdy promien
przyja¢ w szczegolnosci promien dtugosci , ) .,
BP| = a) okregdéw 0,1 03 ma dlugosé¢ |BP| = a, to
’ punkty E i P pokrywajg sig.
6 Przeprowadzamy prostg przez punkty D Symetralng odcinka B, punkt F, a
iE. jednoczesnie szukang prostg ! (punkt P € [).
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3. Dowod poprawnosci konstrukcji

Jezeli przyjmiemy, ze znamy twierdzenie o odcinku faczacym $rodki ramion trojkata,
to dowdd rownoleglosci prostej k 1 [ jest natychmiastowy.
Przyjmijmy, Ze nie korzystamy z podanego wyzej twierdzenia i przyjmijmy (jak to jest
w powyzszej konstrukcji), ze promien okregdéw o, i 03 ma dlugo$¢ |BP|. Poniewaz
punkty A, B i C leza na okrggu o4, wige |PA| = |PB| = |PC| = a. Poniewaz punkty D
i E leza na okregach o, i 05 (okregach o tym samym promieniu|BP| = a), wigc
|BD| = |CD|,|BE| = |CE| = a. Tak wigc:

e |BP|=|CP| =|BE|=|CE| = a, aw konsekwencji E = P,

e punkty D i E = P s3 rownoodlegte od koncow odcinka BC i w konsekwencji

prosta [ (przechodzaca przez punkty D i P) jest symetralng odcinka BC.

Z wlasnosci symetralnej punkt F jest $rodkiem odcinkaBC (czyli |BF| = |CF| = b)

1 jednoczesnie F € [. Tak wiec

|CP| a [CF| b

W = a =1 oraz W = E =
Stad i1 korzystajac z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa mamy k || [.
Uwaga. Zamiast stosowania twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa mozna
skorzysta¢ z podobienstwa trojkatow CFP 1 ABC oraz wlasnosci katow

odpowiadajacych.
4. Dyskusja istnienia i liczby rozwiazan zadania

Powyzsza konstrukcja jest zawsze wykonalna 1 istnieje tylko jedno rozwigzanie, bo
zawsze otrzymujemy dokladnie jedng prosta, ktora jest symetralng danego odcinka.
Warto tu takze doda¢, ze z aksjomatu réwnolegltosci Euklidesa istnieje doktadnie jedna
prosta przechodzaca przez dany punkt i rownolegta do danej proste;.

Konstrukcja dostepna takze na https://www.geogebra.org/m/xzthkvig
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VII. Konstrukcja odcinka o dlugosci Z?a

Zadanie.Dany jest odcinek o diugosci a. Skonstruuj odcinek o dtugosci Z?a

Sposo6b 1
1. Analiza zadania

Aby narysowa¢ dany odcinek, nalezy skonstruowac¢ odcinek o dlugosci 2a (okrag o
promieniu a, wtedy $rednica okregu bedzie miata dlugo$¢ 2a). Nastepnie odcinek o
dtugosci 2a dzielimy na 5 rownych czegsci. Wtedy kazda z tych czg$ci bedzie miata

., 2a
dhugos¢ -

H

%4
1117

2a

2. Opis konstrukeji i jej wykonanie
Dane: odcinek o dtugoscia

@ @
a

a) Kreslimy prosta p. Na prostej zaznaczamy punkt O, nastgpnie rysujemy okrag
o $srodku w punkcie O i promieniur rownym dlugosci odcinka a.

N
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b) Punkty przecigcia okregu 0(0, 1) z prosta p oznaczamy jako A i B. Otrzymujemy
odcinek |AB| = 2a.

¢) Rysujemy dowolng poétprosta s o poczatku w punkcie A nachylong do odcinka AB
pod katem mniejszym od kata prostego.

d) Kreslimy okrag o $rodku w punkcie A 1 dowolnym promieniu r;. Punkt przecigcia
polprostej s oraz okregu 0; = (4, 1) oznaczamy jako D.
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e) Na potprostej s kreslimy kolejno cztery okregi o srodkach w punktach przecigcia
poprzednich okregdéw (punkty te oznaczamy kolejno literami E, F, G, H) z pdlprosta
s oraz promieniu rownym dtugo$ci odcinka AD.

f) Kreslimy prostagh przechodzaca przez punkty B i H.
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g) Kreslimy cztery proste j, k,/, m rownolegle do prostej h przechodzace odpowiednio
przez punkty G, F, E, D. Proste te przecinaja prostap odpowiednio w punktach
I,],K,L.

h) Odcinek AB o dlugos$ci 2a zostal podzielonyna pig¢ rownych czesci.
Zatem |AL| = |LK| = |KJ| = |JI| = |IB| =2?“
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3. Dowod poprawnosci konstrukeji

Z podobienstwa trojkatow ALD oraz ABH (KKK) wynika, ZGZ% = %
Odcinek |AH| = 5|AD|, natomiast |AB| = 2a, Zatem‘% - 5|zA: |

2a|AD| = 5|AD| - |AL| /:5|AD|

2a - |AD|
ALl = =D
2a
|AL| ==

4. Dyskusja istnienia i liczby rozwigzan

Warunkiem dostatecznym istnienia rozwigzania jest, aby potprosta o poczatku w
punkcie A byta nachylona pod katem réznym od 180°. W takim przypadku jest jedno

rozwigzanie, ale kazdy z odcinkow |AL| = |LK| = |K]J| = |JI| = |IB| = 2?aspehlia

warunek zadania. W przypadku, gdy bedg to proste réwnolegle (pokrywajace si¢)
zadanie nie ma rozwigzania.
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1. Analiza zadania

Aby wyznaczy¢ odcinek rowny dtugosci dwoch pigtych danego odcinka mozna
podzieli¢ dany odcinek na pig¢ rownych czgsci i zakresli¢ dwie z tych czesci.
Wykorzystamy do tego wlasnosci wynikajace z podobienstwa trojkatoéw oraz
rownolegtosci prostych.

b

F
E
/ D/
O Z_a " 4
5
a
2. Opis konstrukeji i jej wykonanie
Lp. Co robimy Co otrzymujemy

Kreslimy dwie polproste o wspolnym )
1. tr kat BOC.

poczatku O. Otrzymujemy ka
5 Na p()’lpr)rostej 0B oc.lrnierzamy Odeinek [04] = a.

dlugos¢ danego odcinka a.

Na potprostej OC kresli kr

E}p O-prosie] ) ©s .1rny OxTa8 Okrag c(0, 1) oraz punkt D — przecic¢cia si¢
3. | o $rodku w punkcie O i dowolnym ., .
. okregu i polprostej OC.

promieniu 7.

Kreslimy kolejne okregi o tym

samym promieniu r i §rodkach w .
4. kolejnych punktach przecigcia z Okregi d(D, 1), e(E,r), k(F,r), p(G,1).

polprosta OC.

Kreslimy prostg iprzechodzacg przez
5. Punkty B i H. Prosta BH.

Kreslimy prostg j rownolegta do Prosta AE, punkt A — przecigcia prostej j z
6. | prostej BH i przechodzaca przez . .. 2a

punkt £ polprosta OB oraz szukany odcinek -
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3. Dowod poprawnosci konstrukcji
|OB| = a (dany odcinek),
|OD| = |DE| = |EF| = |FG| = |GH| = r (z konstrukcji okregow).
Prosta BH rownolegta do AE (z konstrukeji prostych réwnolegtych).
Z powyzszego oraz z cechy podobienstwa (KKK) wynika, ze trojkaty AOE oraz BOH

sg podobne.

. . . . L 2T 5r . 2a
Prawdziwa jest wiec zalezno$¢ oAl = @’ czyli |OA| = =

4. Dyskusja istnienia i liczby rozwiazan
Istnieje doktadnie jedno rozwigzanie o ile kat BOA jest mniejszy od 180°.

Link do aktywnos$ci w aplikacji Geogebra: https://www.geogebra.org/classic/bgkfg2uu
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VIII. Konstrukcja trojkata przy danej sumie dwoch bokow, kata i
wysokosci

Zadanie.Skonstruuj trojkgt ABC majgc dane: sume diugosci |AB|+ |BC|, kqt przy
wierzchotku Bi wysokos¢ CD.

1. Analiza zadania

A D/B E

Rysujemy trojkat ABC, a nastgpnie zaznaczamy dane. Znamy sum¢ dtugosci bokow
AB 1 BC, dlatego rysujemy potprosta AB 1 zaznaczamy odcinek AE taki, ze
|AE| = |AB| + |BC]|.
Latwo zauwazy¢, iz trojkat CBE jest rOwnoramienny. Dodatkowo
|«CBE| = 180° — B.
Stad otrzymujemy, ze
180°—(180°—-pB) B

«BCE| = =,
| | > >

a tym samym

B
LBEC| = =.
|4BEC| = %

Znamy dhugos¢ boku AE, |[XAEC| i wysoko$¢ CD, dlatego mozemy narysowac trojkat
AEC Prowadzimy symetralng boku CE dzigki czemu wyznaczymy punkt B.

2. Opis konstrukcji i jej wykonanie

a) Rysujemy prostg i zaznaczamy na niej punkt A. Nastepnie odktadamy odcinek
|AE| = |AB| + |BC].
b) Konstruujemy kat o mierze g Odktadamy go w taki sposob, aby jego

wierzchotkiem byt punkt E. Jedno rami¢ kata ma zawiera¢ si¢ w poiprostejEA,
natomiast drugie oznaczamy jako EF.

¢) Prowadzimy prosta 1 rownolegla do prostej AE w odleglosci h = |CD| od tej
prostej. Prostal przecina pétprosta EF w punkcie C.

d) Konstruujemy symetralng odcinka CE, ktora przecina prosta AE. W miejscu
przecigcia zaznaczamy punkt B. Otrzymujemy szukany trojkat ABC.
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B = |=ABC|
: h =|CDO| :
|AE| = |AB+BC|

F
|\:
h%
(] B =" B
A /B E

3. Dowod poprawnosci konstrukcji

Na symetralnej odcinka CE znajduje si¢ punkt B, dlatego
|BE| = |BC| oraz |AB| + |BC| = |AB| + |BE|.
Trojkat BCE jest rownoramienny. Z konstrukcji wynika, ze

B
XBEC| = —.
|«BEC| = 3
Zatem
|«CBE| = 180° — (g + g) = 180° — B.
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Katy CBA i CBE sa przylegte, stad

|*CBA| = 180° — (180°— B) = B = |XABC|.
Z konstrukeji rowniez wynika, ze punkt C nalezy do prostej rownoleglej do prostej
AE, ktora jest odlegla o h od prostej AE. A zatem wysoko$¢ CD ma zadang dtugos¢ h.

4. Dyskusja istnienia i liczby rozwiazan zadania
Zadanie ma jedno rozwigzanie, gdy spelniony jest warunek 0° < |XABC| < 180°.
W przeciwnym przypadku zadanie nie ma rozwigzania.
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